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Рассмотрена задача точностного анализа линейных объектов сложной конфигурации в 

процессе автоматизированной гибки. Изложена методика расчета погрешностей отклоне-
ний поперечных сечений пространственных элементов арматуры при формообразовании. 
Она основана на сочетании элементов теории конечных перемещений с элементами винто-
вого исчисления. Сформулированы рекомендации по использованию предложенной методи-
ки. Приведен пример определения погрешности положения сечения конечного участка про-
странственного элемента трубопроводной арматуры в процессе формообразования. 
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Введение 
Возможность автоматизации технологических операций по формообразова-

нию линейных объектов сложной конфигурации (трубопроводной арматуры, 
различного рода соединительной арматуры) в значительной мере определяется 
точностными возможностями технологического оборудования. Устройство для 
автоматизированной гибки труб характеризуется следующими составляющими 
погрешности формообразования: 
 - погрешность задания программы формообразования; 
 - погрешность исполнительных устройств формообразования. 

 
Постановка задачи  
В данной статье решается задача определения погрешностей формообразо-

вания пространственных объектов сложной конфигурации в процессе автома-
тизированной гибки. Предлагается использование методики, основанной на 
описании элементов объекта формообразования преобразованием плюккеровых 
координат с помощью бикватернионов.  

 
Пространственная структура как объект точностного анализа 
Как правило, сложная пространственная конфигурация арматуры может быть 

представлена последовательным повторением элемента, включающего линейные 
и угловые преобразования системы координат, одна из осей которой совпадает с 
продольной осью арматуры. На рис. 1 представлена схема такого элемента. Па- 
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раметрами элемента являются линейные размеры a, b, r и углы α и β. 

 
Рис. 1. Схема элемента пространственной конфигурация арматуры 

 
Методы анализа пространственных структур 
Рассмотрим возможные методы получения математической модели элемен-

та  сложной пространственной структуры. 
Существующие методы определения погрешностей пространственных 

структур основаны на преобразовании либо однородных координат в трехмер-
ном пространстве (применение матриц размера 44´ ) [1], либо дуальных коор-
динат (применение матриц-верзоров размера 33´ ) [2], которые приводят к ре-
шению систем алгебраических уравнений. Эти методы характеризуются избы-
точностью относительно искомых параметров, достаточно большим объемов 
вычислительных операций и необходимостью дифференцирования матриц для 
определения коэффициентов влияния параметров объекта на величину погреш-
ности.  

Альтернативным направлением в методах анализа пространственных объек-
тов является сочетание элементов теории конечных перемещений [3] с элемен-
тами винтового исчисления (преобразование плюккеровых координат) [2]. При 
этом рассматриваются преобразования некоторого единичного вектора элемен-
тами анализируемого объекта. Преобразования осуществляются бикватернио-
нами вида [2] 
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где oqqQ w+=)( – дуальный угол, e – единичный вектор, определяющий направ-
ление преобразования, q , oq – угловое и линейное перемещения преобразуемого 
вектора; w  – мнимая единица ( 02 =w ). В общем случае бикватернион осущест-
вляет преобразование вектора в соответствии с соотношением [2] 
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где )
~

(l  – сопряженный бикватернион, имеющий противоположный знак век-
торной части, “o”– обозначение кватернионного умножения. 

 
Математическая модель пространственной конфигурации 
Последовательность движений формообразующего инструмента технологи-

ческого оборудования может быть представлена последовательным перемеще-
нием подвижной системы координат по осевой линии пространственного эле-
мента. В соответствии с рис. 1 преобразование системы координат имеет вид: 
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Для формализации этого преобразования введем матрицы  
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Преобразование однородных координат пространственным элементом соот-
ветствует произведению 

ab MMMMM ab=1 ; 
Пространственная конфигурация арматуры может включать несколько про-

странственных элементов, соединенных последовательно. При этом  продоль-
ные оси смежных элементов могут образовывать углы в различных плоскостях. 
Поэтому переход от предыдущего элемента к последующему соответствует по-
вороту подвижной системы координат, описываемому матрицей 

edg MMMM ij = ,     

где edg MMM  – матрицы угловых преобразований однородных координат. 
Если пространственная конфигурация содержит элементы 1, 2, 3, . . . n, то 

матрица преобразования координат будет иметь вид: 
                       njijin MMMMMMMMMM ......32321211 = ,          (3)  

При использовании в описании пространственной конфигурации винтового ис-
числения схема преобразования единичного вектора ее элементом имеет вид 
рисунка 2.  

Единичный вектор e  в соответствии с конфигурацией пространственного 
элемента претерпевает следующие изменения: 
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Рис. 2. Схема преобразования единичного вектора пространственным элементом 

 
Эти преобразования осуществляются соответствующими бикватернионами 
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В этих формулах 321 ,, iii  - единичные векторы координатных осей. 
Пространственный элемент осуществляет преобразование единичного вектора 
в соответствии с зависимостью 
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Методика определения отклонений поперечных сечений арматуры в 

процессе формообразования 
Первичными погрешностями при формировании пространственной конфи-

гурации следует считать погрешности технологического оборудования, а имен-
но: погрешности поступательного и углового перемещения заготовки, погреш-
ности углового перемещения инструмента при формообразовании арматуры. 
При рассмотрении модели элемента пространственной конфигурации эти по-
грешности можно учесть введением соответствующих кинематических пар, как 
правило, 5 класса, подвижность которых равна первичным погрешностям. В 
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результате пространственный элемент заменяется пространственным механиз-
мом, подвижность которого определяется первичными погрешностями. Для 
анализа погрешностей пространственных механизмов предложена методика [4], 
основанная на винтовых преобразованиях единичного вектора. Рассмотрим 
возможность ее применения для определения погрешностей формообразования 
элементов пространственной конфигурации. 

В предложенной методике кинематические пары механизма (как правило, 5 
класса) разделены на вращательные и поступательные. 

В качестве преобразуемых единичных векторов e  используются вектора, 
совпадающие с осями кинематических пар или с направлениями длин теорети-
ческих звеньев механизма [2]. Для упрощения преобразований расположение 
неподвижной системы координат (СК), в которой в которой задается положе-
ние начального вектора, следует выбрать так, чтобы оси кинематических пар 
были параллельны координатным осям. Тогда бикватернионы, осуществляю-
щие поступательное (q = 0) и вращательное ( 0=oq ) перемещения вектора при-
мут вид: 
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где  321 ,, iii – орты координатных осей OX ,OY и OZ . 
Последовательное преобразование начального вектора кинематическими 

парами и звеньями механизма в соответствии с соотношением (2) запишется в 
виде:  

 njj ee )(...)()
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(' 1 lllll oooooooP= ,    (5) 
где j)(l – бикватернион преобразования вектора j-м элементом механизма, 

nj ,...,2,1= . 
Перемножение бикватернионов выполняется по правилу перемножения 

мнимых единиц, являющихся символическими ортами осей координат OX , 
OY и OZ . Полученное в результате преобразования зависимости (5) выражение 
для вектора 'e  также является бикватернионом и, следовательно, содержит дей-
ствительную и моментную части. Если действительная часть этого бикватер-
ниона совпадает с начальным вектором, то проекции линейного перемещения 
вектора на оси неподвижной СК можно найти делением моментной части на 
действительную. Для этого введено правило деления мнимых единиц:  

32121 // iiiii =-= ;  21331 // iiiii =-= ;  13223 // iiiii =-=  
Погрешность положения преобразованного вектора линейно зависит от 

первичных погрешностей пространственного элемента, под которыми понима-
ют отклонения угловых и линейных координат осевой линии элемента от их 
номинальных  значений. Для учета этих погрешностей в зависимость (5) необ-
ходимо ввести бикватернионы, соответствующие перечисленным отклонениям 
реального элемента от идеального. Эта процедура равносильна введению в 
схему элемента дополнительных кинематических пар, соответствующих пер-
вичным погрешностям положения осевой линии. При рациональном выборе 
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неподвижной системы координат каждый бикватернион является функцией 
только одной переменной и, следовательно, одной первичной ошибки: 

jj qf )()( =l , 
где jq)( – перемещение вектора, осуществляемое j-м элементом. Погрешность 
положения выходного вектора находится как разность векторов, преобразован-
ных реальным R'e  и идеальным И'e  элементами: 

ИP ''' eee -=D . 

Другим способом вычисления погрешности положения выходного звена яв-
ляется дифференцирование выражения (5) с целью определения коэффициентов 
влияния первичных погрешностей (дифференциальный метод) [5]. В этом слу-
чае погрешность положения находится по формуле: 

j

n

j j

q
qд
eд

e )(
)(
'

'
1

D=D å
=

. 

Выполнив дифференцирование, получим: 
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Приращения бикватернионов линейно зависят от соответствующих первич-

ных погрешностей: 
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где jK – коэффициенты влияния, для вычисления которых кроме непосред-
ственного дифференцирования бикватерниона j)(l  можно воспользоваться 
свойством кватерниона [6] 

W= o& ll2 ,      (8) 
где l  – кватернион, задающий угловое перемещение вектора; W – скорость это-
го перемещения. 

Нетрудно убедиться, что для бикватерниона, определяющее угловое q&  и ли-
нейное o&q  перемещения вектора, зависимость, аналогичная зависимости (8), 
имеет вид  
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где e – единичный вектор оси винтового преобразования, задаваемого биква-
тернионом )(l . Переходя к дифференциалам, а затем и к конечным приращени-
ям координат и соответствующих бикватернионов, имеем: 
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Сравнив выражения (7) и (9), получаем выражения для коэффициентов 
влияния:  
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где 

Bj
K  – коэффициент влияния углового перемещения ( 0=ojq ); 

Pj
K – коэффи-

циент влияния линейного перемещения ( 0=jq ). Зависимость (6) с учетом вы-
ражений (10), принимает вид: 
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  (11) 

где m – число поступательных преобразований вектора; т – общее число пре-
образований вектора. 

Коэффициенты влияния первичных погрешностей на погрешность положе-
ния выходного звена вычисляется по формулам: 
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Абсолютная погрешность положения выходного звена устройства опреде-

ляется по принципу геометрического сложения. 
 
Рекомендации по использованию методики определения погрешности 

формообразования пространственного элемента 
Приведенные зависимости позволяют сформулировать методику определе-

ния погрешности формообразования пространственных элементов. Ее реализа-
ция требует выполнения следующих рекомендаций: 
- схема пространственного элемента разбивается на прямолинейные участки и 

выбирается направление перемещения от начального участка к конечному;  
- на схеме пространственного элемента отмечаются кинематические пары 

(поступательные и вращательные 5 класса), соответствующие первичным 
погрешностям положения осевой линии элемента при переходе от предыду-
щего участка к последующему;  

- с конечным участком элемента связывается СК, одна из осей которой совпа-
дает с направлением осевой линии, вторая – параллельна оси введенной ки-
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нематической пары, а третья – дополняет две первые до правого координат-
ного трехгранника;  

- выбирается единичный вектор одной из осей ( 321 ,, iii );  
- записываются бикватернионы преобразования этого вектора каждым участ-

ком элемента от конечного до начального;  
- в соответствии с зависимостями (11) и (12) определяются либо погрешность 

положения конечного участка, либо коэффициенты влияния первичных 
ошибок jK  – при необходимости вычисления повторяются для другого еди-
ничного вектора. 
 
Пример определения погрешности положения конечного участка про-

странственного элемента 
В качестве примера определим погрешность положения конечного участка 

пространственного элемента рис.1. 
В соответствии с методикой разбиваем элемент на 2 прямолинейных участ-

ка – a, b и вводим кинематические пары А, B, C, D, соответствующие первич-
ным погрешностям Δa, Δα, Δβ, Δb (рис. 3). 
 

Рис. 3. Расчетная схема погрешности формообразования пространственного 
элемента 

 
Бикватернионы преобразования единичного вектора в соответствии со схе-

мой имеют вид: 

12
1)( i

a
a wl -= ;  12

1)( i
a

a

D
-=D wl ;   

2
sin

2
cos)( 1

aal a i+= ; 
2

sin
2

cos)( 1

aal a
D

+
D

=D i ;    

2
sin

2
cos)( 3

bbl b i+= ; 
2

sin
2

cos)( 3

bbl b
D

+
D

=D i ;   

32
1)( i

b
b wl += ;  32

1)( i
bwl b

D
+=D  . 

Коэффициенты влияния первичных погрешностей: 
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С учетом этих коэффициентов влияния могут быть найдены погрешности по-
ложения любого сечения пространственного элемента, например крайнего се-
чения для выходного участка: 

.cossincossincoscos
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Выводы 
Таким образом, указанная методика применима для определения погрешно-

стей формообразования пространственных конструктивных элементов. По-
скольку методика предполагает последовательное выполнение однотипных 
операций, процедура определения погрешностей может быть автоматизирова-
на. Результаты расчетов отклонений поперечных сечений заданных участков 
арматуры могут быть внесены в корректирующие алгоритмы формообразую-
щего оборудования, что позволит повысить точность выполнения гибочной 
операции.  
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