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Контрольні карти індивідуальних значень застосовуються у випадках, коли досліджувані процеси зміню-

ються занадто повільно, у випадку коштовності отримання стандартної вибірки для побудови карт Шухарта 

або у випадку вивчення статистичних характеристик технологічного процесу. Контрольні карти застосову-

ються для контролю технологічних процесів у випадку нормального розподілу генеральної сукупності можли-

вих значень контрольованого параметру. Інколи допускається квазі-нормальний розподіл досліджуваного па-

раметру. На практиці, досить часто доводиться мати справу з технологічними процесами, вибірка значень 

контрольованого параметру якого розподілена не за нормальним законом. У таких випадках використання 

контрольних карт індивідуальних значень може привести до помилок І та ІІ роду. Це обумовлено тим, що ко-

нтрольні межі карт розраховані для середнього та середньоквадратичного відхилення нормального розподілу. 

Контрольні карти індивідуальних значень найбільш чутливі до відхилення закону розподілу вибірки від норма-

льного, оскільки для побудови карт використовують індивідуальні значення, на які не розповсюджується 

центральна гранична теорема, як у випадку контрольних карт середніх значень. Тому надзвичайно важливим є 

розробка методів застосування розроблених контрольних карт індивідуальних значень для випадкових вибірок, 

генеральна сукупність яких розподілена не за нормальним законом.  

У роботі проведено дослідження застосування методу статистичного контролю випадкового процесу 

розподіленого не за нормальним законом на основі використання контрольних карт індивідуальних значень, 

перетворенням вибірки значень досліджуваного параметру у вибірку розподілену за нормальним або квазі-

нормальним законом, тобто виконання нормалізації з використанням методу Box-Cox нормалізації та пода-

льшою побудовою контрольних карт на основі отриманої вибірки. Описано математичний апарат алгоритму 

застосування карт для вибірок з не-нормальним розподілом. Виконано чисельне моделювання застосування 

контрольних карт індивідуальних значень для вибірки процесу, розподіленого за хі-квадрат розподілом, який 

має значну асиметричність розподілу для малих значень коєфіцієнту форми, та для вибірки, яка отримана 

внаслідок нормалізації хі-квадрат.  

Результати проведеного дослідження показали, що застосування контрольних карт індивідуальних зна-

чень для статистичного контролю для вибірок із значно асиметричним законом розподілу значень призводить 

до збільшення появи помилок І роду, чого майже немає у випадку застосування методу нормалізації початкової 

вибірки. Моделювання розладнання процесу, шляхом зміни певного індивідуального значення, також продемон-

струвало появу хибних сигналів розладнання процесу. 

Ключові слова: контрольні карти індивідуальних значень; негауссівський розподіл; не-нормальний розпо-

діл; хі-квадрат розподіл; Box-Cox нормалізація. 

 

 

Вступ  

Контрольні карти індивідуальних спостере-

жень (ККІС) призначені для контролю одного чис-

лового параметра процесу у тих випадках, коли 

неможливо отримати вибірку більше одного зна-

чення. Вони найчастіше застосовуються для конт-

ролю повільно змінних технологічних процесів, а 

також у випадках вивчення статистичних характе-

ристик технологічного процесу. Крім того, станда-

ртний розмір вибірки для побудови карт Шухарта 

становить 20-30 підвибірок розміром 4-6 значень 

або 400 / (k - 1), де k − розмір підгрупи, отриманих 

випадковим чином. Якщо підвибірка складає одне 

значення, то загальна вибірка повинна складати 

300 підвибірок [1]. Також і для таких випадків бу-

ли розроблені ККІС.  

Контрольні карти застосовуються для конт-

ролю технологічних процесів у випадку нормаль-
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ного розподілу генеральної сукупності можливих 

значень контрольованого параметру. Інколи допу-

скається квазі-нормальний розподіл досліджувано-

го параметру. На практиці, досить часто доводить-

ся мати справу з технологічними процесами, вибі-

рка значень контрольованого параметру якого ро-

зподілена не за нормальним законом. У таких ви-

падках використання ККІС значень може привести 

до помилок І та ІІ роду. Це обумовлено тим, що 

контрольні межі карт розраховані для середнього 

та середньоквадратичного відхилення нормально-

го розподілу. ККІС найбільш чутливі до відхилен-

ня закону розподілу вибірки від нормального, 

оскільки для побудови карт використовують інди-

відуальні значення, на які не розповсюджується 

центральна гранична теорема, як у випадку конт-

рольних карт середніх значень. Тому надзвичайно 

важливим є розробка методів застосування розро-

блених ККІС для випадкових вибірок, генеральна 

сукупність яких розподілена не за нормальним 

законом.  

 

Огляд існуючих методів побудови ККІС 

для не нормально розподілених вибірок 

Існують дослідження впливу не-нормальності 

закону розподілу досліджуваного процесу на по-

будову контрольних карт Шухарта або контроль-

них карт вибіркових середніх значень. Публікацій, 

які висвітлюють використання контрольних карт 

індивідуальних значень для не-нормально розпо-

ділених значень вибірки випадкового процесу не 

так багато.  

Одна з найперших робіт, у яких досліджувалось 

використання контрольних карт Шухарта для вибі-

рок з ненормально розподіленими законами генера-

льних сукупностей, це робота [2]. Було встановлено, 

що для значних вибірок вплив асиметрії (крім знач-

ної) на коєфіцієнти побудови контрольних меж карт 

Шухарта незначний, а самі коєфіцієнти зберігають 

стабільність через дію центральної граничної теоре-

ми на карту середні значень. Проте для значної аси-

метрії розподілу зростає кількість випадків виник-

нення помилок І роду.  

У роботі [3] показано, що при значному від-

хиленні від нормальності закону розподілу вибір-

ки, це призводить до значних помилок у визначен-

ні розладнаності процесу за допомогою контроль-

них карт середніх значень. Щоб мінімізувати 

вплив цих помилок у [4] запропоновано застосову-

вати евристичний метод на основі зважених дис-

персій для побудови контрольних меж для контро-

льних карт Шухарта у випадку асиметричних роз-

поділів вибірок. Крім того, у [5] досліджувались 

ймовірності сигналів про розлад процесу та поми-

лок І роду, як внаслідок впливу не-нормальності 

розподілу вибірок на контрольні карти середніх 

значень. У випадку сумішей нормальних розподі-

лів, потрібно змінювати коєфіцієнти побудови ко-

нтрольних карт, через значний вплив не-

нормальності на досліджувані ймовірності. Ви-

ключення становить подвійний експоненційний 

розподіл. 

Важливим є влив величини підвибірки розпо-

діленої за не-нормальним законом, та відхилення 

самих законів від нормального на визначення кон-

трольних меж карт середніх значень [6]. Додатко-

во у роботі [7] досліджено негативний вплив не-

нормальності закону розподілу на контрольні межі 

контрольних карт та запропоновано використову-

вати підхід який базується на квантилях розподілу 

для побудови цих меж. 

У роботі [8] досліджено вплив відхилення від 

нормального розподілу на параметри карти Шуха-

рта для середніх значень. Проведені у роботі [8] 

дослідження показали наявність можливих небез-

пек та пасток при використання нелінійних пере-

творень вибірок із не-нормальним розподілом для 

отримання нормально розподіленої вибірки. Щоб 

позбавиться вказаних недоліків, у роботі [8] за-

пропоновано використовувати для не розладнаних 

процесів апроксимацію закону розподілу для ви-

значення контрольних границь або непараметрич-

них контрольних карт. 

Іншим підходом до подолання впливу не-

нормальності запропоновано у роботі [9]. Запропо-

новано виконувати перетворення вибірки викорис-

товуючи апроксимацію не-нормального закону роз-

поділу за допомогою розподілу Джонсона, як метод 

нормалізації досліджуваного процесу та визначення 

ступеня відхилення від нормальності. Також, у ро-

боті [10] запропоновано виконувати нормалізацію 

вибірки із не-нормальним законом розподілу за до-

помогою Box-Cox перетворення для використанням 

як звичайних карт, так і робастних. 

 

Побудова ККІС 

ККІС визначають варіацію досліджуваного 

процесу за індивідуальними спостереженнями, 

зібраними у вектор  

1 2( , ,..., ),nx x x x=                         (1) 

де n − значення величини вибірки індивідуальних 

спостережень. 

Побудова ККІС відбувається на основі ковз-

них розмахів, тобто абсолютних різниць між сусі-

дніми значеннями 

1 .i ir x x −= −                              (2) 

Спочатку будується карта ковзних розмахів 

для оцінки стабільності варіації процесу. Дана ка-

рта будується так, як і карта розмахів, крім того, 

що розраховується не середній розмах за вибір-

кою, а середнє ковзних розмахів  
1

1

1

n

i

i

r

r
n

−

==
−


.                              (3) 

Контрольні межі розраховуються на основі 

середнього значення ковзних розмахів  
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4( ) ,UCl R R D=   
3( ) .LCl R R D=          (4) 

Коєфіцієнти D3 та D4 беруться із таблиці ко-

єфіцієнтів карт розмахів [11]. Дані коєфіцієнти 

залежать від розміру підвибірки k. Оскільки ми 

розглядаємо індивідуальні значення, то вибира-

ються коєфіцієнти для найменшої кількості k = 2, 

вказані в (5). Відповідно, для ККІС нижня границя 

ковзних розмахів не розраховується [11]  

4 3,267D = ,      
3 0D = .                  (5) 

Визначивши, що процес стабільний, побуду-

вавши контрольну карту ковзних розмахів, і на ній 

значення не виходять за розраховану верхню кон-

трольну межу, можна будувати ККІС. Контрольні 

межі ККІС розраховуються також на основі серед-

нього значення ковзних розмахів 

2

2

( ) 3

( ) 3 ,

R
UCl x x

d

R
LCl x x

d

= +

= −

                      (6) 

де  - середнє значення вибірки (1), d2 − коєфіці-

єнт [11] для визначення оцінки середньоквадрати-

чного відхилення за середнім значенням ковзних 

розмахів 

2

σ̂
R

d
= .                             (7) 

Оскільки вибірка містить одне спостережен-

ня, то для визначення коєфіцієнту d2 вибирають 

найменше значення для вибірки, k = 2 

2 1.128d = .                          (8) 

Враховуючи (7), рівняння контрольних гра-

ниць (6) можна переписати відповідно до каноніч-

ного вигляду для контрольних карт Шухарта 

ˆ( ) 3σ

ˆ( ) 3σ.

UCl x x

LCl x x

= +

= −
                     (9) 

 

Побудова ККІС для не-нормального розпо-

ділу вибірки 

Усі вище вказані рівняння розрахунку пара-

метрів ККІС виведені із припущення про нормаль-

ність закону розподілу досліджуваного параметру 

процесу. У цьому випадку можна використовувати 

контрольні карти для моніторингу стабільності 

досліджуваного процесу. 

Проте, часто значення параметру процесу має 

не-нормальний закон розподілу значень вибірки. У 

багатьох випадках, закони розподілу реальних па-

раметрів процесу мають значну асиметрію або 

мають розподіл генеральної сукупності логнорма-

льний або навіть χ2. 

У даній роботі порівнюється використання 

ККІС для оцінки стабільності процесу для двох 

законів розподілу: нормального (гауссівського) та 

χ2. Вибірки двох випадкових величин із вказаних 

процесів отримають для значень середнього μ, 

середньоквадратичного σ та величини вибірки n 

генеральних сукупностей. У випадку χ2 розподілу 

з df ступенями свободи, для отримання значно 

асиметричного розподілу. 

μ 0= ,  σ 1= ,    1000n =  ,  2.5df = . (10) 

Моделювання випадкових процесів, статисти-

чна обробка даних, побудова графіків та усі числові 

розрахунки виконувались із використанням мови 

програмування python, та бібліотек, написаних на 

основі цієї мови: numpy – бібліотека числових роз-

рахунків [12], scipy – бібліотека основних матема-

тичних алгоритмів для наукових розрахунків [13], 

бібліотека побудови 2 та 3-мірних графіків. 

Гістограми отриманих вибірок x для двох 

розподілів разом з графіками теоретичних законів 

розподілу (густин ймовірності розподілу f(x)) зо-

бражено на рис. 1. 

ККІС, як і у загальному контрольні карти, ві-

дображають вибірки індивідуальних спостережень 

у відповідності до часових значень або у загаль-

ному випадку відповідності до номеру індивідуа-

льного спостереження (рис. 2). 

Перевіримо нормальність отриманих розподі-

лів двома способами: за рахунок використання 

графічного підходу та статистичного показника. 

Графічний метод полягає у побудові нормального 

імовірнісного графіку, де по осі абсцис відклада-

ються значення вибірки x, а по осі ординат − z-

оцінки або стандартні оцінки, тобто кількість ста-

ндартних відхилень від середнього для теоретич-

ного нормального розподілу.        

 
а) 

 
б) 

Рис. 1. Гістограми змодельованих вибірок. а) нормальний закон розподілу; б) χ2 розподіл 
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а) 

 
б) 

Рис. 2. Графіки змодельованих вибірок залежно від номеру індивідуального спостереження. а) нормальний 

розподіл; б) χ2 розподіл 

 
Даний графік використовується для оцінки 

відхилення розподілу генеральної сукупності за 

отриманою вибіркою від нормального закону. Для 

вибірки за нормальним законом розподілу точко-

вий графік розміщується вздовж прямої лінії.  

Як видно з рис. 3, вибірка, яка має нормаль-

ний розподіл (рис. 3, а) розміщена вздовж прямої 

лінії і можна впевнено сказати, що вибірка отри-

мана із нормальної генеральної сукупності. У ви-

падку рис. 3, б, присутнє явне відхилення від пря-

мої лінії, що явно свідчить про не-нормальність 

тестової вибірки. 

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 3. Нормальні імовірнісні графіки. а) нормальний розподіл; б) χ2 розподіл 
 

Іншою оцінкою нормальності розподілу вибі-

рки є статистичний показник, а саме критерій уз-

годженості Андерсона-Дарлінга. Даний критерій 

використовують для перевірки гіпотези, що дослі-

джувана вибірка отримана із нормальної генераль-

ної сукупності. У результаті цього тесту розрахо-

вують значення критерію Андерсона-Дарлінга ad 

та його модифікованого критерію ad* для кожної 

вибірки. На основі цих критеріїв розраховують p-

значення нульової гіпотези. Якщо значення 

p ≥ 0,05, то приймається нульова гіпотеза − дослі-

джувана вибірка отримана із нормальної генераль-

ної сукупності. У випадку p < 0,05 − можна зроби-

ти висновок, що закон розподілу досліджуваної 

вибірки не-нормальний. 

У табл. 1 наведено значення розглянутих ста-

тистик для досліджуваних двох вибірок, нормаль-

но розподіленої та з χ2 розподілом. Отримані зна-

чення p-критерію для двох досліджуваних вибірок 

підтверджують, яка вибірка розподілена за норма-

льним законом, а яка ні.  
 

Таблиця 1. Порівняння статистик початкових 
та нормалізованої вибірок 

Розподіл вибірки ad ad* p 

нормальний 0,705 0,705 0,066 

χ2 34,946 34,972 5∙10-77 

нормалізований 0.552 0.552 0,155 

 

Дослідивши вибірки на нормальність їх гене-

ральної сукупності, будуємо ККІС. Відповідно до 

формул (2) – (9) для двох вибірок будуємо карти 

ковзних розмахів (рис. 4, б, г) та відповідні ККІС 

(рис. 4, а, в).         
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а) 

 
в) 

 
б) 

 
г) 

Рис. 4. ККІС для двох вибірок: а) ККІС для нормального розподілу; б) карта ковзних розмахів для випадку а); в) 

ККІС для χ2 розподілу; г) карта ковзних розмахів для випадку в) 
 

У випадку нормального розподілу вибірки, на 

графіках ККІС індивідуальні значення та ковзні 

розмахи знаходяться у контрольних межах, за ви-

нятком незначної кількості випадків виходу за них 

(помилка І роду), що можна пояснити тим, що ме-

жі карт містять ±3σ, тобто 99,7 % можливих зна-

чень. Відповідно для вибірки із n = 1000 значень 

(як у нашому дослідженні) кількість помилок І 

роду складає приблизно 3 значення на вибірку 

(рис. 4, а). 

ККІС для χ2 розподілу містить значну кіль-

кість хибних сигналів про розлад процесу (поми-

лок І роду). У випадку процесу із малою кількістю 

можливих спостережень, це є надзвичайно важли-

вою помилкою. 

Щоб позбавитись розглянутого недоліку у 

випадку не-нормального розподілу вибірки, перет-

воримо її для отримання нормально розподіленої 

вибірки або вибірки з квазі-нормальним законом 

розподілу, тобто виконаємо нормалізацію викори-

стовуючи метод Box-Cox нормалізації [15]. У ре-

зультаті отримаємо нову вибірку, гістограма роз-

поділу якої зображена на рис. 5, а. Оскільки нова 

вибірка не може бути інтерпретована у одиницях 

досліджуваного параметру процесу, виконаємо її 

приведення до стандартної форми (рис. 5, б).   
 

 
а) 

 
б) 

Рис. 5. Гістограми нормалізованої вибірки: а) нормалізована вибірка; б) стандартизована нормалізована вибірка 

 

Виконаємо тестування нормальності розподі-

лу трансформованої вибірки. З нормального імові-

рнісного графіку (рис. 6) видно, що індивідуальні 

значення нормалізованої вибірки розподілені 

вздовж прямої теоретичного закону нормального 

розподілу, що свідчить про нормальність розподі-

лу досліджуваної вибірки.  
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Рис. 6. Нормально імовірнісний графік нормалізо-

ваної вибірки    

 

Значення p-критерію з табл. 1 для нормалізо-

ваної вибірки більше межового, що також вказує 

на нормальність вибірки.  

Побудовані графіки ККІС (рис. 7) підтвер-

джують, що процес стабільний та відповідає ви-

бірці, яка нормально розподілена (рис. 4, а, б). 

 

 

   

 
а) 

 
б) 

Рис. 7. ККІС нормалізованої вибірки: а) індивідуальних спостережень; б) ковзних розмахів 

 

Дослідимо ККІС для розладнаного процесу 

Змоделюємо розладнаний процес розподіле-

ний за χ2 розподілом та дослідимо застосування 

ККІС для виявлення розладнаності процесу. Ство-

римо вибірку із 20 значень (рис. 8, а) та побудуємо 

її нормально ймовірнісний графік (рис. 8, б), який 

вказує на ненормальність розподілу. Побудуємо 

ККІС створеної вибірки (рис. 8, в, г), з яких можна 

зробити висновок, що процес статистично керова-

ний (стабільний).     
 

 
а) 

 
в) 

 
б) 

 
г) 

Рис. 8. Графіки малої тестової вибірки розподіленої за χ2 розподілом. а) графік індивідуальних значень; б) 

нормально ймовірнісний графік; в) ККІС малої вибірки; г) графік ковзних розмахів 
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Збільшимо одне значення вибірки з номером 

n = 9 для імітації розладу процесу. Створимо дві 

нові вибірки з різними значеннями збільшення: 

вибірку із збільшенням в 10 разів та в 20 разів від-

повідно (рис. 9). 

У випадку 10 разового збільшення одного зна-

чення (рис. 9, а), ККІС для χ2 розподіленої вибірки 

(рис. 10, а, б) сигналізують розлад процесу, а ККІС 

цієї ж вибірки після нормалізації розладнання не 

фіксує (рис. 10, в, г). Проте фіксується не випадко-

вість зміни процесу. У випадку початкової вибірки з 

χ2 розподілом ККІС сигналізує помилку І роду. 

 

 
а) 

 
б) 

Рис. 9. Графіки вибірок змодельованих можливих розладів з χ2 розподілом, шляхом збільшення вибіркового 

значення з n = 9. а) значення збільшено в 10 разів; б) значення збільшено у 20 разів 
 

 
а) 

 
в) 

 
б) 

 
г) 

Рис. 10. ККІС вибірки з χ2 розподілом із збільшенням одного значення в 10 разів. а) та б) початкова вибірка; в) 

та г) нормалізована 
 

У випадку 20 разового збільшення одного 

значення (рис. 9. б), ККІС для χ2 розподіленої ви-

бірки (рис. 11, а, б) сигналізують про значний, по-

рівняно з 10 разовим збільшенням, вихід процесу з 

ладу, а ККІС цієї ж вибірки після нормалізації та-

кож фіксує розлад процесу в тій самій точці 

(рис. 11, в, г). Можна зробити висновок, що нор-

малізація суттєво асиметричного процесу дозволяє 

позбавитись від помилок І роду та визначити 

справжній розлад процесу. 

 

Висновки  

Результати проведеного дослідження показа-

ли, що застосування контрольних карт індивідуа-

льних значень для вибірок із значно асиметричним 

законом розподілу значень, таких, наприклад, які 

мають χ2 розподіл, у результаті контролю ККІС, 

призводить до збільшення появи помилок І роду, 

чого майже немає у випадку застосування методу 

нормалізації початкової вибірки із використанням 

Box-Cox нормалізації. Моделювання розладнання 

процесу внаслідок зміни певного індивідуального 

значення, також продемонструвало появу хибних 

сигналів розладнання процесу, що не сигналізу-

ється на нормалізованій вибірці, проте сигналізу-

ється невипадкова зміна процесу. Запропонований 

алгоритм використання ККІС із послідовним за-

стосуванням методів дослідження нормальності 

вибірки, коли процес досліджується, із подальшим 

застосуванням знайдених коєфіцієнтів нормалізо-

ваної вибірки для нових значень, які отримані у 

процесі контролю, дозволяють застосовувати 
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ККІС для контролю ненормально розподіленого процесу.    
 

 
а) 

 
в) 

 
б) 

 
г) 

Рис. 11. ККІС вибірки з χ2 розподілом із збільшенням одного значення в 20 разів: а) та б) початкова вибірка; в) 

та г) нормалізована 
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INDIVIDUAL CONTROL CHARTS FOR NON-NORMAL DATA  
Individual control charts are a suitable option to consider when the processes being studied change slowly. If obtaining 
standard samples for Shewhart control charts is expensive or in the case of studying statistical characteristics of the 
technological process, they are used. Control charts are used to control technological processes in the case of a normal 
distribution of the possible values of the controlled parameter. Sometimes a quasi-normal distribution of the studied 
parameter is allowed. In practice, it is often necessary to deal with technological processes in which samples are not 
distributed according to a normal distribution. In such cases, using individual control charts can lead to type I and II 
errors. This is because the control limits of the charts are calculated for the mean and standard deviation of the normal 
distribution. Control charts of individual values are most sensitive to the deviation of the distribution from the normal 
one since individual values are used to construct the limits, to which the central limit theorem does not apply, as in the 
case of control charts of mean values. Therefore, it is extremely important to develop methods of applying the individu-
al control charts for random samples, the general population of which is not normally distributed. 
The study examines the application of individual control charts for a random process that is non-normally distributed. 
This is achieved by using the normalization method to transform samples of the studied parameter into samples that are 
distributed normally or quasi-normally. The normalization is performed using the Box-Cox method with further con-
struction of control charts based on the transformed samples. The mathematical apparatus of the individual control chart 
application for samples with non-normal distribution is described. Numerical modeling of the application of individual 
control charts for the chi-square distributed samples, which have a significant distribution asymmetry for small values 
of the shape factor, and for the samples obtained by normalizing the chi-square one, was performed. 
According to the research findings, the utilization of individual control charts for samples exhibiting a significantly 
asymmetric distribution results in a higher likelihood of type I errors being detected. However, when the method of 
sample normalization is employed, this issue is almost entirely eliminated. Modeling process disruption, by changing a 
certain individual value, also demonstrated the emergence of false signals of process disruption.  
Keywords: individual control charts, non-Gaussian distribution, non-normal distribution, chi-square distribution, Box-
Cox normalization. 
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